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L'analisi possiede giù molti mezzi por lo sviluppo dello funzioni ; ed 
i risultamcnti cui si perviene per una o per altra via possono rivestire 
l'urnie assai diverse tra loro; ma è noto che in ogni caso gli sviluppi 
debbono coincidere , in (jiiesto senso che i coeflìcienti delle stesse po- 
tenze della variabile debbono essere tra loro equivalenti. Ora nel con- 
fronto de’ risultamcnti che si ottengono sviluppando una funzione con 
metodi dilTerenti, si ha un principio veramente prezioso, il quale, senza 
aver riguardo alla convergenza o divergenza delle serie , ò capace in- 
tanto di condurre a scovrire delle vcritù che sarebbe dilTicilissimo di 
stabilire per altre vie. Noi qui ci proponiamo di dare un saggio della im- 
portanza di questo principio facendone l’applicazione alio sviluppo delle 
funzioni fratte razionali, lo quali danno origine, com’è noto, alle cosi 
dette serie ricorrenti, risorbandoci di esporre in altre occasioni i risul- 
tamenti dei nostri studii per altre funzioni. Ma a ciò dobbiamo aggiun- 
gere che l’argomento dello sviluppo dello funzioni è tale un soggetto 
che non sarò giammai abbastanza studiato; c per non uscire dalle fun- 
zioni , che or prendiamo a considerare , rammenteremo che una soia ò 
veramente la formola generale di sviluppo per tali funzioni, cui (Inora 
poteva aversi ricorso, quella cioè data da Lagrangc nel 17(ì8 nello me- 
morie dell’Accademia di Berlino, c riprodotta nella nota XI del trattato 
della risoluzione delie e<|uaziuni numeriche. Non entreremo qui a di- 
scorrere della opportunitù di questa fonnola , ma non v’ ha chi ignori 
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ijuanla jMjna essa cagioni nelle applicaiioni. Noi qui pertanto daremo 
(lue nuove formole por lo sviluppo di siffatte funzioni, l' una dipendente 
dai determinanti; l'altra dalla partizione dei numeri, che sembra ormai 
la fonte prima dalla quale debba ripetersi il progresso di questa parlo 
di analisi , come ha giù mostrato con diversi articoli il nostro chiaris- 
simo collega sig. Emmanuelo l’crgola. 

Considerando lo sviluppo di una funzione fratta razionale, supporremo 


+ ù, or + X* + 
«„ + a,* + 0,** + 


■ +t.x- 

• + o.,,*" 


C.+C,* + C.x* + 


+ C^x' + . . . 


1 coelfìcìenti di questo sviluppo possono determinarsi per mezzo della 
divisione ordinaria , ma torna più utile di esprimere i risultamenti per 
via di determinanti. A tarcffello niolliplichcremo i due membri dell’egua- 
glianza pel denominatore del primo ; e quindi , eguagliando tra loro i 
coedìcienli delle stesse potenze di ,® nei due membri, avremo le seguenti 
relazioni : 


4„=«„C, . 


C„ +a^, C, +a^, C, + . . +OoC, , 


le <|uali risolute rispetto a porgono 
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E se pongasi 



0 . 0 

o„ . 0 

o, . 0 , 

“i— I • 


si avrà più concisamonle 



;i) 


Questa formolii giù soimninislrn una espressione per un eoeflìcicnte 
qualunque dello sviluppo di cui trattasi; ma possiamo darle una rurm.i 
più conveniente. 

Sviluppando il determinante secondo gli clementi della prima ver- 
ticale, se dinotiamo con/l„,B, ,li,\ complementi dii„, A, ,A, ,..,A, 

avremo 


Intanto, siccome li , complemento di A , ò il determinante che si for- 
ma da /f , sopprimendone la prima verticale, e l'orizzontale che passa 
per A, , si ha 
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“< 1 


e cade sotto l’occhio che questo determinante equivale al prodotto dei 
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due suoi principali minori determinanli formati l’uno nelle prime t li- 
nee , e Taltro nelle ulliine r-i. Ma il primo equivale ad e l'altro , 
ponendo in generale , 

a, a„ 0 .0 

0, o, o„ .0 

A_= Oj o, 0, *0 

o, 0^, . (I, 

corrisponde a ; così si ottiene 



— + 6.0’ ..+(—!)' 6,oói, . 

essendo evidentemente A„= 1 ; ed intanto la (I) diviene 



O 


Le interessanti formole date dal nostro Pergola per calcolare la de- 
rivala di un'ordine qualunque di una funziono composta permettereb- 
bero attualmente di sviluppare col teorema di Maclaurin la funzione che 
abbiamo considerala j ma possiamo ottenere lo stesso intento di una ma- 
niera mollo più semplice, sviluppando invece la funzione particolare 

1 

"o + “i* + “.*‘+ • • +0,»“ ‘ 


cui riducesi la prima con farvi ù„=i , c = . .=i,=0. Questa 

funzione, ponendo 

u=o„ + o, I +o,<r“ + . . + a„i'" , 
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si muta in Ora dinotando con f{u) una qualsivoglia funzione della ii, 
eli’ è funziono di a;, si ha in generale 

r;\<‘)= nr 2 \n\J \ii-ij ■ ■ \nrj 

ÌU, fla^ . . n«, ' 

dove il simbolo Ils indica il prodotto dei numeri naturali 1 , 2 , 3 , 

a condizione di ritenersi rio=l , ed il 2 va esteso a lutto le soluzioni 
intere e positive, o nulle deH’equazione 


•, +2j, + 3*5 + . . +rj,=r , 
e dove inoltre si ò messo per compendio 

+‘. + ‘j +••+*, = « . 

Ciò premesso supponendo 

1 


( 3 ) 


avremo per la forinola di Maclaurin 


=c, + e,z; + c,a:* + . . + • . . 


n», ri«, . . H), ’ 

il zero indicando che dopo le derivazioni bisogna porre *=0; ma es- 
sendo /\u) — si ha 






e quindi 


perchè e si ha inoltre evidentemente 

«ii' 

ni~“‘ ■ n2~“' ' ’ 
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dunque risulla in fine 

Il II Ir 

C,= 5(— l)l : 2 ^ . 

' ' B«-' n=, n«, . . n». 

D’altra parte , siccome l’espressione di c_. può ricavarsi da quella di C,, 
data dalla (1), ponendovi , c b^=b^— . . =i^=0, si lia mani- 

festamente 

o, o„ 0 .0 

o. a, a„ .0 

o, a. a, .0 ; 



od ancora , in virtù della notazione adottata pel dcterniinantc a dritta , 



dunque, paragonando quest' ultima espressione di con quella trovata 
poc’anzi, si ottiene 


“i “o 0 
“i “o 
Oj o, o, 

«r 0_1 


= S(— ir'n'-T’ 


fii, n«, . , fij^ 


notevole relazione (*), la quale fa dipendere lo sviluppo del determinante 
A, dalle soluzioni dell’equazione (3). 

A questa forinola può agcvolincnto riportarsi lo sviluppo del deiermi- 


(*) (hiesia rc'aitone nella ipole&i di o. = l è impliciomcnlc compresa in una forinola annun- 
ciala dal Urioscht }>er la rappreseoiazione de' numeri Euleriani, (.innati dtl TortoUni^ auiio l8o8, pa- 
gina ^61). 
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nante K , , del quale abbiamo giù una espressione nella (2). In fatti per 
la formola precedente la (2) si muta in 


AV =2, (-1)' 6, 0 -, 5(-ir"* n. . o;--‘ 
0 


<1 

a, 




ovvero in 



A;=2,2(-irn. 

o 





Intanto siccome ad i bisogna dare tutt’i valori 0, 1, ed assu- 
mere per ciascuno tult’i sistemi di valori interi e positivi , incluso il 
zero, delle e,, e,,..., i quali verificano l’equazione 

■,+2.. + 3.5 + .. +{r-i)i,.,=r-; . (4^ 


potremo invece riguardare in questa equazione come indeterminata la 
stessa r, e quindi scrivere più semplicemente 


A,=2{— ir‘n..o'."‘4,- 


Ili, 


Anzi, siccome per qualunque valore di t le soluzioni della (4) non sonc 
diverse da quelle dell’ equazione 


*, +2', +3ij + . . +r«,=r— i , 


cosi sarà anche lecito di scrivere 


A^=2(— i; i’U* 


■n«. ni. 


. n» 


ove la somma va , come si è detto , estesa a tutte le soluzioni intere e 
positive, 0 nulle dell' equazione 


> + *. + 2i, + . . +r=.=r , 

c dove si ha sempre 




(■•) 
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Dopo ciò , essendo 
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C.=i^K 


per r espressione trovata or ora di avremo ancora 

«» I* tr 

e . 

' ' a;” ‘Ili, Ili, . . n*. 

Le l'ormole fin qui stabilite valgono per lo sviluppo di una funzione 
fratta razionale secondo le potenze ascendenti della variabile; ma è agc- 
vol cosa di dedurne quelle che si rapportano allo sviluppo secondo le 
potenze discendenti. In fatti supponendo 




= y„x + y, 1 ’“*"' + . . + + . . . 


abbiamo come nel jirimo caso 


= ». ». 


(I «> è» 

X X • • X 

0 (-1)* A - — • ^ 

— V / Il* Hd, . . 11#^ 


I *r *r-, * ». | 

il — dovendo sempre estendersi a tutt’i sistemi di valori interi e posi- 
tivi , 0 nulli delie i, «, , s^, , . ,s,, capaci di verificare l'equazione (5). 

K noto clic, se il numeratore della frazione considerata in ultimo 
luogo sia la derivata del denominatore, allora i coetllcicnti dello svilup- 
po sono le somme delle potenze simili dello radici dell’equazione che 
si ottiene uguagliando a zero il denominatore ; vale a dire si ha in tal 
caso 

>o=‘'o . >■.=>, . ; 

ma nella ipotesi attuale abbiamo . 


= = Ijji, , ,i, = (w — 2 , . . . , m-ii», , 
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dunque risulta 


n< 


*r=2 (— !)• -T7 («*-») », 


n«. n« 


ovvero 




e siccome il primo termino del secondo membro ò nullo , così si ha più 
semplicemente 


.,=2(-l)- 





*t I» 

*i ». 

n.. n.. 



formola alquanto più generale di quella di Waring. 



ì>&v}234 
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